
　　　　　　　  、   
  

 
　 、、、……１

で定義される数列  について、次の問いに答えよ。

　すべての自然数に対し、  であることを示せ。

　ある自然数に対して、   ならば    、また、   ならば

　    であることを示せ。

　すべての自然数に対し、

　　　　　　　    
 

  

　であることを示せ。

　
 
  を求めよ。

解説

　  がすべての自然数に対して成り立つことを数学的帰納法を用いて示す。

　ⅰ　のとき

　　　　　  より成立

　ⅱ　のとき、  が成り立つと仮定すると

　　のとき

　　　　　   
  

 

　　　　　　　


 

　　ここで、仮定より、


 
となるので、   となる。

　　よって、のとき成立。

　ⅰ、ⅱより、すべての自然数に対して、  は成立する。

　与式より

　　　　　    
  

 


　　　　　　　　　　
       

 

　　　　　　　　　　
 
    

　から、
 
 

より

　　　　　   のとき、右辺は正より、    

　　また、   のとき、右辺は負より、    となる。

　以上より、題意を示された。

　より

　　　　　    
 
    

　　　　　　　　　　
 

    　   　　　　

　　　　　　　　　　　
 

   　   　

　よって、題意を示された。

　より

　　　　　   
 


  

　以下、をずらして代入していくと

　　　   
 


   



 
 


   ≦……

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……≦
 

 
 


 

　
 


 

 
 


  より

　はさみうちの原理から、
 
   

　よって、
 
  
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座標空間に点 、、 と点 、、 があり、また平面上を動く点と平面２
上を動く点がある。次の問いに答えよ。ただし設問を結果のみ解答せよ。

　線分の長さの和の最小値を求めよ。

　また、和が最小になるときの点の座標を求めよ。

　つの線分の長さの和の和の最小値を求めよ。

　また、和が最小になるときの点、点の座標を求めよ。

解説

　点と点は平面に対して同じ側にあるので、平面に対して点と対称な点を

　 、 、 とすると

　　　　　　　  

 











平面

　が成り立つ。

　よって、＋が最小となるのは、直線 と平面平面の交点が点のときであ

　る。このとき、点は点 と点を：に内分する点になっているので

　　　　　　　
  



　　　　　　　　


  









  






　　　　　　　　











　よって、点は 



、、




となる。

　最小値は の長さと等しいので、    
   

    となる。

　点の求め方

　直線 は

　　　　　　 






  　 は実数 　

　　　　　　　 






 






　　　　　　　 
 

 

 

　平面との交点より

　　　　　　

　　　　∴　　

　　　　∴　




　よって、点の座標は 



、、




となる。　　　

　　　　　　

　点と点は平面に対して同じ側にあるので、平面に対して点と対称な点を

　  、、 とすると

　　　　　　　　　    

　が成り立つ。





 



 







（軸の正方向から見た図）

　よって、が最小となるのは、直線  と平面平面の交点が点、

　平面の交点がのときである。

　直線  は

　　　　　　 






   　 は実数 　

　　　　　　　 






 






　　　　　　　 
 

 

 

　平面との交点より

　　　　　　

　　　　∴　　

　　　　∴　




　よって、点の座標は 



、、




となる。　　

　平面との交点より

　　　　　　

　　　　∴　

　　　　∴　




　よって、点の座標は 、



、



となる。　

　最小値は  の長さと等しいので、    
   

    となる。
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　は自然対数の底とし、、は実数定数とする。座標平面内の曲線３

　　　　　　　　　：  
   




および直線　

　　　　　　　　　：  

について、次の問いに答えよ。

　      とおく。極限
 
  と

 
   を求めよ。

　必要ならば、
 




　が成り立つことを用いてよい。

　とが接するための、の条件を求めよ。

　とが相違なる点で交わるための、の条件を求めよ。

解説

　  
   


より

　　　　　
 
  

 
   ･

  



 
 ･

 

　とおくと、→のとき、→∞となるので

　　　　　
 
  

 
 

   


  

　とがで接する条件は

　　　　　
   

     

　　　∴　


   


 ………①


   


………②

　   とおくと  、②より　　　　　

　　　　　　


  



　　　　　　　　　

　　　　∴　  

　　　　∴　

　　　　∴　 　 

　　　　∴　    ………③

　　　　∴　   

　　　　∴　    ………④　　

　①、③、④より

　　　　　　


   


 
   

　　　　∴　    

　とが相違なる点で交わる。

　つまり、  が異なるつの実数解をもつことである。

　よって、  が軸と異なる点で交わればよいので

　　　　　　        

　　　　　　　　
   




　ここで、     より、   は単調増加である。

　また、から、   の解はより、   とは 、 のみで交わる。

　以上より、  の増減表は

　　　　　　

   

      

     

　となるので、を考慮して求める条件は

　　　　　　　  

　　　　　∴　    

　　　　　∴　


   


 
   

　　　　　∴　     　

　　

平面上で点 、 は、４
　　　　　　、   

を満たしながら動くものとする。、は実数として、次の問いに答えよ。

　



かつを満たしながらが変化するとき、

　点の描く曲線を求め図示せよ。

　








かつ









を満たしながら、が変化するとき、点が動く

　領域の面積を求めよ。

解説

　、



を代入すると

　　　　



 




　 

　　　　  

　よって

　　　　 

　　　　　  

　より、における増減表は以下のようになる。

　　　　

 



 

      

  



 

　よって、点が描く曲線は以下のようになる。





 
















　を代入すると

　　　　  　








、




 





　　　　 
   

　ここで、








より、となるので、  

　よって、








より

　　　　


 
   


 

   

　これは、








におけるすべてので成立するので、求める面積をとすると

　　　　 





  


      



     

　　　　　
 


･ 






    

　　　　　
 


･ 






 
 


 　　　　　

　　　　　
 


･







 







 

　　　　　
 


･







  


　　　　　
 


･  　
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