
　座標平面において、原点を中心とする半径の円周上を動く点と、点１

 、 を中心とする半径の円周上を動く点がある。

　 ア である。また、直線と軸のなす角は
イ

ウ
である。

　ただし、



とする。

　、の座標をそれぞれ、とする、のとりうる値の範囲は

　　　　　　　　　　　 エオ  カキ

　である。

　線分の長さのとりうる値の範囲は

　　　　　　　　　　　 ク  ケコ

　である。

　線分が通りうる領域をとする。の面積は

　　　　　　　　　　　 サシ  ス  セソ 

　である。

　つのベクトルとのなす角をとする。ただし、とする。

　 のとりうる値の範囲は

　　　　　　　　　　　 タ 
チ  ツ

テ

　である。

　直線の傾きをとする。の最大値は

　　　　　　　　　　　
ト  ナ

二
 ヌ

　である。

解説











 、





点を中心とする円を  、点を中心とする円を  とする。

　  
 

　直線：



より、





　よって、直線と軸のなす角は





　図より、、のとりうる値の範囲は

　　　　　　　
  ……①

  ……②

　①より、

　、は独立より、これに②を加えて、のとりうる値の範囲は

　　　　　　　

　が最小となるのは、図Ⅰのように直線上に、が存在しかつ、点が

　最も近いときである。このとき

　　　　　　　  の半径   の半径

　　　　　　　　 



　が最大となるのは、図Ⅱのように直線上に、が存在しかつ、点が

　最も遠いときである。このとき

　　　　　　　  の半径   の半径

　　　　　　　　 

　　　

　以上より、線分の長さのとりうる値の範囲は

　　　　　　　

























図Ⅰ 図Ⅱ

　領域は下の図の打点部分となる。









接線

接線






















　領域は、



に関して対称より、上図のように設定をする。

　よって、求める面積をとすると

　　　　　　  における中心角が



である扇形  台形

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   における中心角が



である扇形

　　　　　　 ･  










･  ･ ･  








　　　　　　 















接線







　

　図より、



は自明である。

　このとき、 は単調増加より、が最大・最小となるときを考える。

　・が最小となるのは、直線と直線が一致するときで、このとき

　　より、  

　・が最大となるのは、図のようにが  と  の共通接線となるときである。

　　このとき、図のように接点を  、  、直線と共通接線   との交点を

　　とすると、△  ∽△  で相似比は：より　
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　△  において、




　　　　　　　　　　　　






　　　　　　　　　　　　　




　よって、 







　以上より、 のとりうる値の範囲は、 



　の図における共通接線   がが最大となるときより

　　　　　　　   

　　　　　　　　
 

 

　　　　　　　　







 ･






　　　　　　　　
 

 

　　　　　　　　



･      

     

　　　　　　　　　
 

･ 

　　　　　　　　　




　共通接線の傾きを直接求める。

　軸平行な接線は存在しないので、 とすると

　  と接するので、


  


　　∴　     　………③

　  と接するので、
  

  


　　∴　     ………④

　③、④より

　　　　   

　　∴　

　　∴　または、

　　∴　………⑤または、



  ………⑥

　③より、    ………⑦

　⑤、⑦より

　　　　    

　　∴　  

　　∴　、

　⑥、⑦より

　　　　  


 
 

　　∴　    

　　∴　  

　　∴　
 


　　　　　


 　　　

　以上より、共通接線の傾きが最大となるのは、




　共通接線の傾きを直接求める。

　  ：
   上の点 、 における接線は、……⑧

　これが  と接するので、

　　　　　　　　
   

  
……⑨

　 、 は    上の点より、    ……⑩

　⑩を⑨に代入して、   

　よって、 

　　　∴　 または、 

　　　∴　 



……⑪または、 ……⑫

　⑩、⑪より

　　　　　　　　  


  





　　　　　　∴　   





　　　　　　∴　
 


　⑪より、
 







　　　∴　
 


　複号同順

　⑧より、傾きは



  より、共通接線の傾きは

　　 、  
 


、
 


のとき

　　　　　　　
 

 
      

     





　　 、  
 


、
 


のとき

　　　　　　　
 

 
      

     



 　

　⑩、⑫より

　　　　　　　　   
    

　　　　　　∴　   

　　　　　　∴　、 

　

　⑫より、、




　⑧より、傾きは



  より、共通接線の傾きは

　　 、 、  のとき、

　　 、   

、



のとき

　　　　　　　　




　以上より、傾きが最大となるのは、


 より、
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一般項が次の式で表される数列  を考える。２

　　　　　　　　　　    　 、、、……

ただし、実数に対して、  はを超えない最大の整数を表す。

　   ア 、   イウ 、   エオ である。

　自然数に対して、  
 



  とおく。

　　　ⅰ　   カキ 、  クケコである。

　　　ⅱ　  の最大の素因数はサシスである。

　　　ⅲ　  を満たす最小の自然数はセソタである。

　数列  を次の規則、規則で定める。

　　　規則：



 




となる自然数に対して、  




とおく。

　　　規則：



 




となる自然数に対して、  とおく。　　

　　　ⅰ　   チ 、   ツチ である。

　　　ⅱ　において、  を満たす自然数の個数は トナ である。

　　　ⅲ　
 



  ニヌネである。

解説

　 より、    

　 より、    

　   より、    

　  はを超えない最大の整数より

　　　　    

　が成り立つ。

　よって、    、は自然数 となるの個数は

　　　　    

　　∴　

　　∴　    　

　　∴　    　より

　
    個となる。

　これより、  となる末項までの総和を  とすると

　　　　  
 



   

　　　　　　
 



    

　　　　　　･



    




 

　　　　　　



   

ⅰ　  について

　より、  となるは、において、のときより

　　　　    

　　　　　



･･･　　　　　

　　　　　

　  について

　より、  となるは、において、のときより

　　　　    

　　　　　



･･･　　　　　

　　　　　

　　　　　　　

　実験をすると以下のようになる。

個 個 個

　
         

          
……

  

  
……

　よって、   となるの個数は個と予想できる。

　本問は、マーク式なので、表のようにしてから、群数列で処理してもよい。

ⅱ　より、  となる最後のはより、なので

　　　　    　　　　　　

　　　　　　



･･･

　　　　　　････

　よって、  の最大の素因数は

ⅲ　  、  より、  を満たす最小のでは、  とな

　るので、  となる末項までの項数は

　　　　
 



    


   

　である。

　また、  

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　となるので、  は単調増加より、で初めての値を超える。

　    、     

　以上より、  を満たす最小のは

　

ⅰ　







で、 




より、規則から、  　　　　

　　







で、  より、規則から、  　

ⅱ　ⅰより、  を満たすの範囲は    

　よって、



より

　　　　　　





　これより、  となる  の値は、この範囲では、、の個で、これ

　以外の値はすべて  である。

　において、  のとりうる値の範囲は  で、  となる

　はのみなので、  となるの個数は

　　　　　　個

ⅲ　ⅱより
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ア

イ
である。３

　方程式  



の解は

ウ

エ
である。

　関数

　　　　　　  


      

　の最小値は オカ である。また、  が最小となるの値はキクケである。

　不等式

　　　　　　     







 
 



  



  

　を満たす実数のとりうる値の範囲は

　　　　　　 コサ  シス 、 セ  ソ

　である。

　とする。関数

　　　　　　      






 

　の最小値は タ  チ である。また、  が最小となるの値の整数部分を

　とする。の桁数は ツ であり、の最高位の数字は テ である。

　ただし、  、  、  とする。

解説

　  
 

 

　　　　　　




　　　　　　




　  



より

　　　　　   
 


　　　∴　
 


　　　∴　
 


 


　　　∴　 

　　　∴　




　  


      

　　　　 
     

　  とおくと

　　　　　  
 

　　　　　　　 
   

　よって、のとき、つまり、  より、  のとき

　最小値となる。

　真数条件より

　　　　　
  





  

　　∴　
 

 

　よって、………①

　与式より

　　　　　



     



  
 



  



 

　　　∴　




    

 



  
  



 

 

　　　∴　






     


  


   



 

　　　∴　        



    

　　　∴　      



    

　底より

　　　　　  



  

　　　∴　    

　　　∴　  

　　　∴　    

　　　∴　、

　①より、、



　  
 

 
･

 

 




･



  

 

　　　　


  


 



  

　　　　


  


 

　より、


  、


 
から相加相乗平均の大小関係より

　　　　


  


 
 ･

 





 

　　　　　　　　　　　　




　　　　　　　　　　　　

　等号は、


  


 
のとき

　つまり、 
   

　  より、  

　よって、  のとき、等号成立。

　以上より、  は
 のとき、最小値

　また、 
   

  より、 

　これより

　　　　　　　     

　　　　　　　　　　　　･･

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　  

　　　　　　　     

　　　　　　　　　　　　･･

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　･

　　　　　　　　　　　　  

　以上より、       

　　　　∴　         

　　　　∴　
   



　これより、   は桁で、最高位の数字はとなる。

　とすると

　　　      

　　　　　　　　･･

　　　　　　　　

　よって、  

　　　　　　　   

　      より、  は桁数に影響しないので

　  は桁で、最高位の数字はとなる。
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