
を原点とする空間ににおいて点、を、 を満たすよう１

にとる。さらに、点は以下の条件※を満たしながら空間内を動くものとする。

　　※「、かつ∠



、かつ点、、、は同一平面上に

　　　　存在しない」

点から三角形を含む平面に垂線を下ろす。
 


を満たす

各に対して、条件※とを満たす点が存在することは認めてよい。

以下では、、、、とおく。

このとき、以下の ア ～ ヒ に適する以上の整数を解答欄に記入せよ。ただし、

有理数は既約分数で表すこと。

問　内積･、･、･をを用いてそれぞれ次のように表せる。

　　　　　　･
ア

イ
、　　･

 ウ

エ
、　　･

オ

カ



問　ベクトルは実数、を用いて

　　　　　　

　と表せる。このとき、、はを用いてそれぞれ次のように表せる。

　　　　　　
キ

ク
 ケ

コ
、　　

サ

シ
 ス

セ
･ 



　　

問　


 


ソ 
  タ   チ

問　点が条件※と



･




を満たしながら動くとき、


 は

　 ツ

テ
のとき最大値

ト

ナ
をとり、 二

ヌ
のとき最小値

　
ネ ノ  ハ

ヒ
をとる。

解説

問

　△で余弦定理より

　　　　　      ･･

　　　∴　･

　　　∴　･




　また、･  ･  ･




　　　∴　･ ･･



 




　　　　

　△で余弦定理より

　　　　　      ･･

　　　∴　  ･

　　　∴　･





問　⊥平面より

　　　　かつ、

　∴　･　かつ、･

　∴　  ･　かつ、  ･

　∴　  ･　かつ、  ･

　∴　


 ･


 　かつ、･


 ･

　∴　 


　かつ、 


  



 

　∴　



 


、



 

･ 




問　     

　∴　


 


 




　　　　　


 

　　　　　 


 ･  




　　　　　
     

　　　　　
     




 






  ･


  


 


  





 




 ･ 

　　　　　　







 















  




　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 












　　　　　　



  




　　　　　　


 
   



 


　

　　　･  ･  

　　　　　　　




　よって、


 ･

　　　　　　　　･ 

　　　　　　　　  ･ 

　　　　　　　　 ･ ･




　　　　　　　　 






 ･






  


･



 

　　　　　　　　


 
   

　


 より

　　　　　　　  

　　　　　∴　
 



 


　より、
 


　となる。　　　　

問　



･




より

　　　　　　







 






　　　　∴　



  






　　　　∴　



  かつ、  






　　　　∴　 


  



かつ、  




　　　　∴　


、 

かつ、




　　　　∴　 






　このとき

　　　　　　


 


 
   

　　　　　　　　　






  







　よって、 

のとき、最大値





　　　 

のとき、最小値
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を以上の整数とする。中が見えない個の袋があり、それぞれの袋の中にはから２
までの整数がそれぞれつずつ書かれたカードが枚入っている。これら個の各袋

からカードを枚ずつ取り出すとき、取り出された枚のカードに書かれている数字の

和がの倍数である確率を  とする。

問　   を  を用いて表せ。

問　
 
  に対して、不等式

　　　　　　　


 



   



 




　を満たすの値がちょうど個存在するように以上の整数の値を定めることは

　可能か。可能ならば、その値を求め、不可能ならばその理由を説明せよ。

　ただし、  、  であるとする。

解説

問　枚の数字の和をで割った余りがである確率が  より、枚の数字の和をで

　割った余りがである確率を  、である確率を  とすると

　　　　　　　　　　      ………①

　となる。

　また、枚目から枚目への数字の和の状態推移は以下の図のようになる。

ⅰ

ⅱ

ⅲ

　　　　　枚目　　　　　　　　　　　　　　　　　枚目

　　・数字の和をで　　　　　　　　　　　　

割った余りが  　　　　　　　　　　　　

　　・数字の和をで　　　　　　　　　　　　・数字の和をで

割った余りが  　　　　　　　　　割った余りが   　　

　　・数字の和をで　　　　　　　　　　　　

割った余りが  　　　　　　　　　　　

　ⅰ～ⅲの確率は以下のようになる。

　　ⅰ　を引けばよいので、




　　ⅱ　またはを引けばよいので、




　　ⅲ　またはを引けばよいので、




　以上より

　　　　　   


  


  


 

　　　　　　　


  


     　………②

　①より、     

　②に代入して

　　　　　   


  


   

　　　∴　   


  



　………③

問　③より

　　　　　   







   




　  



より

　　　　　  



  




･

 

 




　　　　　　　　


 



･

 

 




　　　　　　　　



･

 

 




　　　　　　　　







 




　　　∴　  







 







　　　　　　

　よって、
 
 




となる。

　これより、与式から

　　　　　


 



   



 




　　　∴　


 



 







 






 




　　　∴　


 










 







 




　　　∴　 


 



 







 



 



 




　　　∴　   



 




   




   





　　　∴　      

　　　∴　     



　　

　　　∴　        

　　　∴　            

　　　∴　
    

  


    

  
　　　　　

………※

　　　∴　
 




 


　　…………④

　これを満たすがちょうど個存在するので

　　　　　
 




 


　

　が必要。

　つまり、
 




　　　∴　

　　よって、が必要となる。

　逆にこのとき、④より

　　　　　
 




･  



　　　∴　……

　よって、これを満たす整数は、、、……、より個となる。

　題意を満たすは存在し、そのときのは、

　※について

　　数直線を考えると、整数の個数が個となるのは、を整数として　　

  

 
 

　　　　　

　  より、差が以上、  より、差が未満と分かる。

　

　ただし、以下のⅰ、ⅱのように

　　ⅰ　以上、以下は、より、差が以上に当てはまるが、

　　　　以上、以下に含まれる整数の個数は、、、、……、より、個

　　ⅱ　以上、以下は、より、差が未満に当てはまるが、

　　　　以上、以下に含まれる整数の個数は、、、、……、より、個

　となり、逆は成り立たないので、※は必要条件となる。
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を原点とする空間内において、各 



に対し、点、、を次のよ３

うに定める。

　　　　　　　　 






  、






  、

　　　　　　　　 



  、 



  、

　　　　　　　　 、、

がから



まで動くとき、線分が通過してできる曲面をとし、を軸のま

わりに回転してできる立体の体積をとする。

問　点、に対して、線分を：  ただし、  に内分する点を 

　とする。がからまで動くとき、点、  間の距離の最小値をを用いて表

　せ。答えのみでよい。

問　次の不定積分を求めよ。ただし、積分定数は省略してよい。答えのみでよい。

　　　　　　　　　　　　





問　の値を求めよ。

解説



平面











問　

　点、、は平面上の点より、、  間が最小となるのは、

　から直線に下ろした垂線の足が、  と一致するときである。

　






  ･ 






、



  ･ 










  ･

 




 






より

　






  、



  となるので

　　　　　　  

　　　　　　　 

  

となる。

　よって、⊥を考慮すると、△の面積について

　　　　　　



･･




･･

　となる。よって

　　　　　　



 


   




･






  



 

　　　　∴　







 



 

 

  

　　　　　　　
 

  

　






  、



  、 

   の続きから

　　　　　　



　

　　　　　　　　　　　




 

 

  

　よって、･

　　　　　






  ･




 

 

  

　　　　　
 

  

問　






 



　　　　　　　　


  


　とおくと　

　よって　与式


 

　　　　　　　


   


 



 


　　　　　　　


       

　　　　　　　





 

 


　　　　　　　





 

 
　 は省略してもよい

問　をで切ったときの断面は、平面上で線分をのまわりに回転

　させてできる図形と一致する。

　ここで、



で

　　　　






  



  　………※

　　　　　　　　
  








 



 

　　　　　　　　
   








 



 

　より

　



で、≧、









で、≦となるので

　断面積は

　　　　
  




のとき、  

   





 




のとき、   

   

　となる。よって、求める立体の体積は

　　　　　 



    





   

　　　　　 



   





  


 

　　　　　 



   





 

  

  


　　　　　　





   






   

  

  


　　　　　　







 


  

  
　

　　　　　　 

  

 






　



とおくと、

　：→



のとき、：




→



より
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　※の続き

　　  






  



   



とおくと

　　   

 ･









　　　　 
 





 


 




　よって、



で  は単調減少となる。

　ここで、



で  となるは

　　　　　






  



  

　　　∴　

 




　　　∴　

　



より、





　以上より、



で、  より、≧

　　　　　








で、  より、≦となる。（以下略）　　
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次で定義される関数  に対して以下の各問いに答えよ。４

　　　　　  




   









   

  または  

問　関数  のグラフと、関数  のグラフを軸方向にだけ平行移動した

　グラフをつの平面上に図示せよ。答えのみでよい。

問　関数  に対してを定義域とする関数  、  を次で定義する。

　　　　　　　   


  、　   


   

　関数  、  をそれぞれ求め、これらつの関数のグラフをつの平面上に図示

　せよ。　

問　問で求めた関数 、  に対し、  、  とおく。点 、 の描く

　曲線の概形を平面上に図示せよ。

問　問で求めた関数  、  に対し、平面上の点 、 と

　 、   、  の間の距離の最小値を与えるの値を求めよ。

解説

問　  のグラフと、  のグラフを軸方向にだけ平行移動したグラフ

　  は以下のようになる。





            





   

問　   


  は、  と軸、で囲まれている部分の面積より

 






　ⅰ　のとき

　　  



･･





　　　　




 






　ⅱ　のとき

　　  



･･




　　　　　　


   







 




　　　　










　ⅲ　のとき

　　  



･･





　ⅰ～ⅲより

　　　  




   









   

  

　   


   は、  と軸、で囲まれている部分の面積で、

　  は  を軸方向に平行移動しただけなので、   

　となる。よって

　　　  

   


  


    




  



 


    

   

　　　　

   


  


   













   

  

　以上より、グラフは以下のようになる。

   







 
 




問　 、  は各区間で単調増加であることを考慮して

　ⅰ　のとき

　　　　　



より、





　　　よって、 




　ⅱ　のとき

　　のとき、 、  、




　　のとき、 、  



、

　　よって、 、



と 




、 を結ぶ曲線で

　　　
 





  




　　　　　


  








･




　　　　　


  










 



･


 
　

　　　　　


  
 

 
･


 
　

　　　　　



  

･


 

　　　　　



  



　　より、上に凸の曲線となる。　　　　　　

　ⅲ　のとき

　　　　　　














  


より、






　　よって、



 

　ⅳ　のとき　

　　　　　　 、  、

　ⅰ～ⅳより、グラフは以下のようになる。





 











　ⅱに関して

　ⅱ　のとき

　　　　　　


  


　……①、









　……②

　　①より、




　　このとき、 
  

　　より

　　　　　　

　　　　∴　　……③

　　②より、
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　　③を代入して

　　　　　　
 

  




　　　　∴　




　よって、 




 



　　　　　 





 
　より

　増減表は、以下のようになる。　

　　　　







    

   





 

　これより、 、



と 




、 を結ぶ上凸の曲線となる。

問　問の図において、 、 から曲線までの距離が最小となるのは、

　



  の区間である。

　このときの距離をとすると

　　　　   
    

   

　　　　　


 


  






 









　　　　　


  




  


　より

　　










    
  

　　　



    


        
  

　　　



  
  

　よって、増減表は以下のようになる。

　　　

   




    

  極小 

　以上より、では最小値をとる。

　問の図において、 、 から曲線までの距離が最小となるのは　





　  の区間での法線が 、 を通るときである。

　　　　














 

 
より

　法線は

　　　　 
 

   


  














　となる。これが 、 を通るので

　　　　 
 

   


  





  




　　∴　
 

 
･ 

    
   

　　∴　 
    

   

　　∴　    


        
   

　　∴　  
   

　   
   より

　　　　のときは最小となる。

　　　　

　



の利用

　問の図において、 、 から曲線までの距離が最小となるのは、



の区間で

　ある。このときの距離を、曲線上の点を、 



 




とおく

　と

　　　　    


  





　　　　　  


  




　　　　　   



　より

　　



 





　　　　　
   



　 とおくと

　　　分子    

　　　　　  
   　　

　　となるので

　　



       



　よって、増減表は以下のようになる。

　　　

 











    

  極小 

　以上より、



のとき

　つまり、


  







　　　∴　 
   

　　　∴　

　　　∴　、

　より、では最小値をとる。

　 



の利用

　問の図において、 、 から曲線までの距離が最小となるのは、



の区間

　での法線が 、 を通るときである。

　よって、接点を、 



 




とおくと

　　　　 




 


より

　法線は

　　　　 

 
   





　となる。これが 、 を通るので

　　　　 

 
   





　　∴　     




　　∴　  

　　∴　    

　


 







より

　　　　 

　　∴　




　よって、


  







　　　∴　 
   

　　　∴　

　　　∴　、

　より、では最小値をとる。
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