
以下の文章の ア ～ ト に適する以上の整数を解答欄に記入せよ。１

実数の定数、  に対して、次関数  
 が

　　　　　


  、



   

を満たすとき、
ア  イ

ウ
、

エ  オ

カ
である。

　　　　　 


  





キ



　　　　　 


  





ク

ケ

　　　　　 

   






コ




サ


シ



であることを用いれば、定積分

　　　　　
 

 



  



     

が最小となる定数、の値は

　　　　　
ス  セ

ソ


タ  チ

ツ 
テ



、 ト

となる。

解説




  　より

　　　　　


     

　　　∴　 


    

　　　∴　




   

　　　∴　　………①

また、



   　より

　　　　　



      

　　　∴　


             

　　　∴　 


          

　　　∴　




 



   




   

　　　∴　



 




  

　　　∴　    　………②

①より、

②に代入すると

　　　　　      

　　　∴　  

　　　∴　
 



より、




①より、



　　　　　 


  









 



 





　　　　　　　　　　　




　　　　　 


  



 

  




　　　　　　　　　　　　


 



 





　　　　　　　　　　　　




 

   




について

　　　　　



とおくと、






　　　　　：→のとき、：→




よって、 

   




 




･


 



 






　　　　　　　　　　　　

  



  

　　　　　　　　　　　　

  



   

　　　　　　　　　　　　

  






 
   




 

　　　　　　　　　　　　

 



  



  

　　　　　　　　　　　　

 




 






   



  　　　　

　　　　　　　　　　　　

 



 





 

　　　　　　　　　　　　

 



 

　　　　　　　　　　　　







以上より

　　
 

 



  



     

　　　　　


 



  




 
  

 ･   ･  




　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　     





　　　　　


  


  



  




   ＋ 

 

　　　　　　　　　　　　


       





　　　　　　　　　　　　　　　　　


    


  





　　　　　



･



  ＋   



      



 ･





　　　　　



  ＋   


  




 



 





　　　　　



  ＋  



 


 ･






　　　　　



  ＋   



 


　　　　　　　　　　

　　　　


     






 
 

   



･･･



 






 


よって、  


 


 







 
、のとき、最小をとる。　
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を原点とする空間において以下の各問いに答えよ。２

問　点、  

、



を通り、ベクトル 、、 に垂直な平面

　の方程式を求めよ。

問　ベクトル 、、 と問のとのなす角を求めよ。

問　連立不等式、      で表される図形を、問の平面によって

　つの部分に分割するとき、点 、、 を含む部分の体積を求めよ。

解説

問　点、  

、



をとすると

　平面は、を通り 、、 に垂直な平面より

　　　　　      

  






　　　∴　  

　 、、 を通り、 、、 に垂直な平面の方程式は

　　　　　　　      

　となる。

　平面上の点を 、、 、点、  

、



をとすると、

　より、･

　よって

　　　　　　

 

 






･ 








　　　∴　      

  






　　　∴　  

問　 






とすると

　　　　　　　･  ･   

　　　　　∴　 






･ 






    ･ ･

　　　　　∴　  ･

　　　　　∴　



　

　より、




問　、      で表される領域は、原点を中心とする半径の半球で

　これを平面で分割したとき、 、、 ととのなす角が



より、平面と

　平面のなす角が



となる。よって、 、、 を含む立体は、球を分割した

　ものになる。よって、求める体積は

　　　　　　



･  


















平面


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正の実数、に対して、座標平面上の点    を次の式で定める。３

　　　　　　　　     


  
、



  

また、各に対して、が正の実数全体を動くときの    の描く軌跡を  とする。

このとき、以下の各問いに答えよ。

問　次の ア ～ ウ に適する数または式を解答欄に記入せよ。答えのみでよい。

　　　　  は点  ア 、 イ  を中心とする、半径が ウ の円の一部である。

問　各に対して、   



における 




の法線を   、点    における  の

　法線を    とする。このとき、直線    、    の方程式をそれぞれ求めよ。答えの

　みでよい。

問　問の直線    、    の交点  の座標を求めよ。答えのみでよい。

問　が正の実数全体を動くとき、問で定めた点  が描く曲線は、軸上につ

　の焦点をもつ楕円の一部であることを示し、その焦点の座標、長軸の長さ、短軸の長

　さをそれぞれ求めよ。

解説

問　     


  
、



  
より

　　　　　　


  
………①、



  
………②

　、より、

　よって、
②

①
より

　　　　　　　





　　　　　∴　




　①に代入して

　　　　　　　


 ･


 





　　　　　∴　 


 



･

　　　　　∴　    

　　　　　∴　


 



  





　よって、  は点 



、 を中心とする半径




の円の一部。

問　   



における 




の法線    は、   




 



 
、



 
と

　円の中心 



、 を結んだ直線より

　のときのとき、 




　　　　　　　



 




 




 





　　　　　∴　


   




　　　　　∴　   　のとき、 



になる

　よって、直線    ：   ………③

　また、点    における  の法線を    は、     


 
、



 
と

　円の中心 



、 を結んだ直線より

　のときのとき、 





　　　　　　　



 




 




 





　　　　　∴　


   




　　　　　∴　   のとき、 



になる

　よって、直線    ：   ………④

問　直線   、    の交点より

　③④×から

　　　　　　　
  　

　　　　　∴　


 

　④に代入して

　　　　　　　   ･


 


　より、


  

　よって、  の座標は

　　　　　　　　　　 


  
、



 

問　


  
………⑤、



 
………⑥

　、より、

　よって、
⑥

⑤
より

　　　　　　　









　　　　　∴　



　

　⑤に代入して

　　　　　　　


 


 





　　　　　∴　
 

   

　　　　　∴　    

　　　　　∴　



 

















　よって、  が描く曲線は、 



、 、 




、 を焦点とする楕円で

　長軸の長さは



、短軸の長さは 




である。
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初期時刻で白球が個あり、以下の規則で定まる確率に従って球の色が白から黒、また４
黒から白に変化するものとする。以下では、各時刻 、、、、…… での白球の

個数を  、黒球の個数を  と表し     、また、実数はを

満たすとする。

　規則：  または  であるとき、時刻での各白球は時刻では

　　　　　



の確率で黒玉となり、




の確率で白球のままである。また、時刻での黒

　　　　　球は時刻では確率で白球となり、確率で黒球のままである。

　規則：  であるとき、時刻での白球は時刻では



の確率で黒玉とな

　　　　　り、



の確率で白球のままである。また、時刻での各黒球は規則で

　　　　　は確率で黒玉のままである。

　規則：  であるとき、時刻での各黒球は時刻では確率で黒球の

　　　　　ままである。

各時刻 、、、、…… に対して、  である確率を  、  である

確率を  、  である確率を  とする。このとき、以下の各問いに答えよ。

問　  、  をそれぞれ求めよ。答えのみでよい。

問　次の連立漸化式が成り立つように、 ア ～ エ に適する、に無関係な数

　または式を解答欄に記入せよ。導出過程についても説明せよ。

　　　　　　
  ア   イ  

  ウ   エ  

　　 、、、、……

問　次の連立漸化式が成り立つような実数、ただし、 の組を求め、を

　用いて表せ。答えのみでよい。

　　　　　　
         

           
　　 、、、、……

問　数列  、  の一般項を関数 、  、 、  を用いて

　　　　　　
   

   


   
   


　　 、、、、……

　と表したとき、 、 、 、  をの関数としてそれぞれ具体的に求めよ。

　答えのみでよい。

問　極限
 





が存在し、かつ

 





が成り立つためのに対する必要十分

　条件を求めよ。

解説

問　時刻で、白球個すべてが白球のままである確率  は

　　　　　　　  


 








　時刻で、白球個のうち、個が黒球となる確率  は

　　　　　　　     






 








問　時刻から時刻への球の色の状態推移は、以下の図のようになる。

①

②

④

⑤

⑥

⑦

③

　　　　時刻　　　　　　　　　　　　　　　時刻

　　・白球個  　　　　　　　　　　　　　　・白球個  

　　・白球個、黒球個  　　　　　　　　　　・白球個、黒球個  

　　・白球個、黒球個  　　　　　　　　　　・白球個、黒球個  

　また、①～⑦の確率は以下のようになる。

　　　　①：


 







　　　　　　　　②：   







 







　　　

　　　　③： 


 


  







　　　　　　④：



 









　　　　⑤：


 


      


  







   







　　

　　　　⑥：   


  



･  



 



･



   




 


　　　　　　

　　　　⑦： 



･  





　よって

　　　　

  


  ･



  ……… 

  


 


  ……… 

  


  ･
 

 


  …… 

　　

　となる。

　よって、  、  より

　　　　　　
  


  ･



 

  


 


 

　　 、、、、……

問　  より

　　　　　　


  


   


 

　　　　∴　   


   


  

　  に代入して

　　　　　　


   


   


  


   


 

　　　　∴　         

　、は、に関する二次方程式：    の解より

　　　　
   



　 より

　　　　　　
   


、

   



問　問より

　　　　　　
         …… 

           …… 

　  より、
       

       
　

　　　　∴　
      

      

　辺々を引いて

　　　　　　   
          

　 より

　　　　　　  
       

 

　　　　　　　

  



･

   


   




･

   




  



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　   　

　　　　　　　
   

  
 

   

  


　よって、  
   

  
、  

   

  

　  についても同様にして

　　　　　　  
       

 

　　　　　　　










  



　　   　

　　　　　　


  
 



  


　よって、  


  
、  



  

問　  より

　　　　　　   


  
 


･  



 

　　　　　　　　


   
   

 
 


･  

   
 



 

　　　　　　　　


  



  

 

 ･ 
 




  

 

 ･ 


　ここで、  



  

 


･  、  




  

 


･  とおくと

　　　　　　　   


    ･
   ･

 　……  　　

　  ･


 



･  ･   、、は定数 …… 　とおくと

　  に代入して

　　　　　　　･
 

 



･

  ･
 

　　　　　　　　　　　　　　　


 ･


 



･   ･    ･

   ･


　　　　　　　　　　　　　　　･
 

 



 



   ･  




   ･ 

　両辺比較して

　　　　　　　
 



  

 



  
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　　　　　∴　

 

 


 

 

　また、  において、とすると　

　　　　　　　

　　　　　∴　 

　よって、  より　　　　　　　　　　　

　　　　　　　    


 



･  ･ 

　したがって

　　　　　　　





  


 



･  ･ 

  
   



　ここで、  、より

　　　　　　　
   




  ･  











　となるので、



、




となる。

　よって

　　　　
 







 


  


 



･



 





 


 



 

　　　　　　　


 

　　　　　　　

 



  ･

 


 

 

 

　　　　　　　


 
･



･
 

  
 



　　　　　　　


･
   




･



･

   

  



   
 



　　　　　　　


   
･

   

 
 



　したがって、
 





となる条件は

　　　　　　　


    
   

 
 




　　　　　∴　
   



 



   



　　　　　∴　     

　　　　　∴　   

　より、両辺正より乗して

　　　　　　　 
  

　　　　　∴　  

　　　　　∴　
 



 


　より、
 



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