
袋の中に、、、というつの番号が書かれたカードがそれぞれ枚ずつ、合計枚１
入っている。この袋からカードを枚続けて取り出す。ただし、取り出したカードは袋に

戻さない。カードに書かれた番号を取り出した順に、、、とするとき、以下の問い

に答えよ。答えのみでよい。有理数は既約分数に直すこと。

問　となる確率を求めよ。　

問　となる確率を求めよ。　

問　        がの倍数となる確率を求めよ。　

問　        がの倍数となる確率を求めよ。　

解説

問　となるのは、、、、のうち少なくともつはになることより

　　求める確率は

　　　　　　　





･･･   

･･･   

　　　　　　　　　　




　　　　　　　　　　



　

問　となるのは

　　ⅰ　かつ、

　　ⅱ　かつ、または、

　のときである。

　ⅰのとき

　　　　　　　
 




･  

･･･   

　　　　　　　　　　　




　ⅱのとき、ⅰと同様にして

　　　　　　　









　よって、ⅰ、ⅱより、、求める確率は

　　　　　　　
 






　

問　        がの倍数となるのは、、、、の内訳が

　　ⅰ　が個、が個、が個

　　ⅱ　が個、が個、が個

　　ⅲ　が個、が個、が個

　　ⅳ　が個、が個

　のときである。

　ⅰのとき

　　　　　
  




･ 


　　　

　ⅱ、ⅲのとき、ⅰと同様にしてそれぞれ　　

　　　　　
  




･ 



　ⅳのとき

　　　　　




　ⅰ～ⅳより、求める確率は

　　　　　　
     




････    

･･･   

　　　　　　　　　　　　　　




　　　　　　　　　　　　　　

問　               

　　　　　　　　　　　　  
  

　がの倍数となる事象を、    がの倍数となる事象をとすると

　事象が起こるのは、、の内訳が

　　　ⅰ　両方とも

　　　ⅱ　が個、が個

　のときである。

　ⅰのとき

　　　　　








　ⅱのとき

　　　　　
  







　ⅰ、ⅱより、事象が起こる確率  は

　　　  
 



　　　　　


･ 

　　　　　




　事象が起こるのは、、の内訳が

　　　ⅰ　両方とも

　　　ⅱ　が個、が個

　　　ⅲ　が個、が個

　のときである。

　ⅰのとき

　　　　　








　ⅱ、ⅲのとき、それぞれ

　　　　　
  







　ⅰ、ⅱより、事象が起こる確率  は

　　　　　
  





･ 

　　　　　　　　　




　事象かつ事象が起こるのは

　　　ⅰ　、の内訳が、両方とものとき

　　　　　、の内訳が　
①：が個、が個

②：が個、が個

　　　ⅱ　、の内訳が、が個、が個のとき

　　　　　、の内訳が　
①：両方とも

②：が個、が個

③：が個、が個

　のときである。

　ⅰ①、②のとき、それぞれ

　　　　　
    







　ⅱ①のとき

　　　　　
    







　ⅱ②、③のとき、それぞれ

　　　　　
       







　よって、ⅰ、ⅱより、事象と事象が同時に起こる確率  は

　　　　　  
   



　　　　　　　　　


･･･   

　　　　　　　　　




　以上より、求める確率は

　　　　　      












　　　　　　　　　　　　　　　



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　以下の文章中の空欄に適する数値や数式を解答欄に記入せよ。なお、 ク に関して２

はその導出過程も解答欄に記述せよ。

　を原点とする空間において 、、 、 、、 、 、、 、  と

して、長方形を対角線を軸として回転させる。

は平面 ア  イ  ウ 上の中心  エ 、 オ 、 、半径 カ の円

周上を動く以下この円をとする。平面に垂直で対角線を含む平面と円の

交点のつをとするとき、線分の長さは キ となる。特にが

　　　　　　　　　　







を満たしながら動くとき、線分の長さの最小値 ク をとる。

解説

からに下した垂線の足をとする。

長方形を対角線を軸として回転させたとき、はを中心とする半径

の円周上を動く。








 

   

よって、が動く平面の方程式は

　　　　　　　  

　　　　　∴　 

また、は直線：



と

　　　直線：



 との交点より

　　　　　　　










　　　　　∴　
    

　　　　　∴　


 

よって、



･



 




 
より

中心の座標は、 


 
、



 
、 

半径は、△∽△より

　　　　　　　：：

　　　　　∴　：   ：

　　　　　∴　


  

以上より、は

　平面  上の中心 


 
、



 
、 、半径



  
の円周を動く。

はから方向にだけ平行移動した点より、の座標は

　　　　　　　


 
、



 
、 



  

となるので

　　　　


 
、



 
、 



  

　　　　　


 
、



 
、 



  

よって、


 
      


  

　　　　　　 
     


  

　　　　　　 
            


  

　　　　　　 
        


  

　　　　　　 
        


  

　　　　　　 
     

 
　………①

　　　　　　 
 

 
　　

　　　∴　
 

 

また、





を満たしながら動くとき

つまり、       ………②を満たしながら動くとき

①から、
     

 

　　　　　　
 

    
 

　　 ②

　　　　　　   

ここで、


、



より

相加平均・相乗平均の大小関係から

　　　　　　　





 ･












　　　　　∴　




　　　　　∴　

　等号は、





のとき

　つまり、、、②より、 のとき成立する。

　よって、は、 のとき、最小値    となる。　　　　　

　ア～ウ　

　 、、 に垂直で、点 、、 を通る平面の方程式は

　　　　　　　      

　ア～ウ　

　を中心として半径の円周上の点を 、、 とすると

　　　　　　　⊥

　　　　　∴　･

　　　　　∴　 


 



･ 








　　　　　∴　  

　　　　　∴　 

　エ～カ

　は、の方向への正射影ベクトルなので

　　　　　　　
･ 





　　　　　　　　　


 
･ 






　よって、中心の座標は、 


 
、



 
、 

　また、△より、


  
となるので

　△より、×　　　

　　　　　　　　　


  

　　　　　　　　　


  

　ク：    の続きから

　②より、 
     

　　　∴　    
  

　 
   より　

　　　　　   

　　　∴　  

　より、　等号は のとき成立

　以下略

　　　　　　　　　
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関数  


     に対し、方程式  の解のうち最小の値をと３

し、における   の最大値を  とする。また定積分を

　　　　　　　　　　　　 




  

とするとき、以下の各問いに答えよ。

問　  の極小値とそのときのの値をそれぞれ求めよ。答えのみでよい。

問　の値を求めよ。答えのみでよい。

問　  を求めよ。

問　の値を求めよ。

解説





 ＋



＜

問　  


     より

　　   









　　　　


   より

　増減表は以下のようになる。

　　　　

  

       

    

　よって、  で極小値をとる。

問　  より

　　　　　 
  

　　　∴　    

　　　∴　、

　　　∴　、 

　　  より、 

問　


 
  

 
 

   





 
   

　と、問から

　  のグラフは以下のようになる。





 






 



　よって、   のグラフは、以下のようになる。

 



 







  

 

　ここで、  のとき

　　　　 
  

　　　　∴　 
  

　　　　∴　
   



　　　　∴　

　　　　∴　   　より

　  における最大値  は

　ⅰ　    のとき

　　　  


  

　ⅱ　     のとき

　　　  

　ⅲ　    のとき

　　　  


  

問　問から

　　　　 




  

　　　　 



  

　　　　　  



  
      

  

･     



     

　ここで

　　　　       


   

　　　　　　　　　　　　　 
   ･




 

　　　　　　　　　　　　　 
   積分定数 　より

　　　　 




  
  



  

    



  
 

　　　　          　　　　　　　　　　　　　　　
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 を虚数単位とし、複素数に共役な複素数を で表す。原点をとする複素４

数平面上において、次のつの条件で定まる図形をとする。

　　　　　　　　   、
 


、

 




上の点  に対して、点  を通り直線と垂直な直線をとし、直線と直

線の交点を  とする。また、点  を、原点と点 
 を通る直線上の点であり、

かつ、直線と直線が垂直となるようにとる。

の絶対値をとし、の偏角を  とするとき、以下の各問いに答えよ。

問　がとりうる値の範囲を求めよ。また、をの関数として表せ。答えのみでよい。

問　、 をそれぞれの関数として表せ。答えのみでよい。

問　  をの関数として表せ。答えのみでよい。

問　  をの関数として表せ。

問　点  が上を動くとき、









 の最大値と、最大値をとる複素

　数に対するの値を答えよ。

解説

問　    より、   から

　　　　　　　  
    

　　　　　∴　     

　　　　　∴　 
   ･   

　　　　　∴　 
       

　　　　　∴　  
       

　　　　　∴　  
  

　　　　　∴　  、  

　より、  　………①

　ここで、
 


より

　　　　　　　
     




　　　　　
 


より

　　　　　　　
     




　よって、から、  、より、





　また、①と  から

　　　　　　　　

　　　　　　∴　

　



より、

　よって、



より、





　このとき、①より、

　 、は実数 ………②　とおくと

　………③　より

　②、③を連立すると

　　　　　　
 


、

 



　となるので、
 


、

 


より、




となる。

　　　　　　

問　①より

　　　　　　　　  
  

　　　　　　∴　  
 



　



より、   



　また、    より

　　　　　　　　  
 




　　　　　　∴　  
 



　



より、  

　よって、
 


、より、 　………④

　このとき、   


　　

問　      を考慮すると、図は以下のようになる。

 

 

 





 

 











　△より、




　　　　　　　　








　　①、 

　　　　　∴　  




問　△で正弦定理より

　　　　　　　　









　　　　　　∴　





   






　　　　　　∴　  



･




　　　　　　　　　



･


   

　　　　　　　　　



･


   

　　　　　　　　　



･

･
  



 ･
 



　　 問

　　　　　　　　　
  

  
　

問　 








 とおくと

　　　　  ･
 


･
 



　　　　


･  ･ 

　ここで、  

　　　　　　　　

　　　　　　　　



　 ④を満たす

　また、  より、△で正弦定理から

　　　　　　









　　　　∴　









　　　　∴　



･ 

　　　　　　　




　　　　　　　



･



  
･
  

  

　　　　


  

　よって、



 




･


  ･


  

　　　　　



･
 


･



  

　　　　　
   

  
　………⑤

　    とおくと

　　　　　        



　　　　　      



　　　　　
  


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　　　　　


 




　ここで、



、




より、相加平均・相乗平均の大小関係から

　　　　







 ･










　等号は、







のとき

　　　∴　  

　より、 のとき

　つまり、  

　　　∴　   

　④より、   のとき成立。

　よって、


 



 となるので

　最大値 で、最大値をとる複素数に対するの値は  

　⑤より、
   

  

　　　　　　　

･  
  




  

　　　　　　　
  






  

　　　　　　　
  






  


　　　　　　　
 

 


  

　として、相加平均・相乗平均の大小関係を利用してもよい

　⑤の続き

　　　　　  とおくと④より、

　　　　　
  

  
　　

　　　　　 
･      ･   

 
  

　　　　　　
   

 
  

　　　　　　
         

 
  

より

　増減表は、以下のようになる。

　　　　　　

    

      

    

　 のとき、④より、   となるので、

　最大値 で、最大値をとる複素数に対するの値は  

　　　　

◇２０２１年　日本医科大学　後期


