
を実数の定数とする。からの目をもつ大小つのさいころを同時に回投げて出た１
目をそれぞれ、とするとき、二次関数    を

　　　　　　　　    



   





と定める。を原点とする平面における放物線：    と軸との交点を座

標の値が小さい順に、とし、と軸との交点をとする。このとき、△が直

角三角形となる確率を   、直角二等辺三角形となる確率を   、正三角形となる確

率を    として、以下の各問いの空欄に適する数値を求めよ。

問　確率    はの値によらずに     ア となる。

問　    となるようなの値を求めると イ 、または ウ 

　（ただし、 イ  ウ ）となる。

　　このとき、   イ  エ 、   ウ  オ となる。

問　    となるようなの値を求めると カ 、または キ 

　（ただし、 カ  キ ）となる。

　　このとき、   カ  ク 、   キ  ケ となる。

解説

、は、を満たす整数より、    は下に凸な放物線で、

   



を満たす。

よって、    は軸と異なる点で交わるので、交点を 、 、 、  

とすると、    の解が、となる。

よって、解と係数の関係より

　　　　　
  

   


………①

 



………②

となる。

また、、 



で、②より、 となる。

問　△が直角三角形となる条件は、∠が直角となることである。

   　つまり、･









 

　 、



、 、




より

　　　　　･




　　　　　　　　　








　 ②

　よって、










　　　∴　

　、は、を満たす整数より

　　　　　 、  、 、 、 、 、 ………③

　よって、求める確率は

　　　　　    








問　△が直角二等辺三角形となる条件は









 

   　　　　　
が直角

 
　

　　　∴　
③

  ………④

　④と より

　　　　　

　　　∴　

　　　∴　
   


　　 ①

　　　∴　 ………⑤

　よって、③、⑤より、、

　のとき、 、  、 の通りより、    




　のとき、 、  、 、 、 の通りより、    








   
問　△が正三角形となる条件は　









 

　　　　　
 

： ：
　

　　　∴　
⑤

  ………⑥

　⑥より

　　　　　･



  

　　　∴　 ･    

　　　∴　  ･ 




　　　∴　

　　　∴　 、  、 、 、 、 、 、 、

　⑤より、、

　のとき、 、  、 、 、 の通りより、    




　のとき、 、  、 、 、 の通りより、    



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を原点とする空間において、次のつの球面  、  が与えられている。２
　　　　　  ：

    
   

　　　　　  ：


    
    

   

 と  の交わりの図形をとし、を含む平面との交線をとする。平面におい

て、を軸に関して対称移動して得られる直線をとする。との交点を、と

軸の交点を、と軸との交点をとし、上の点をとして四面体を考え

るとき、以下の各問いに答えよ。問については導出過程も記せ。

問　の方程式を、、を用いて表せ。答えのみでよい。

問　平面内におけるの方程式を、を用いて表せ。答えのみでよい。

問　平面内におけるの方程式を、を用いて表せ。答えのみでよい。

問　四面体の体積の最小値を求めよ。また、そのときのの座標を求めよ。

解説

 と  の半径をそれぞれ、  、  、中心間距離をとすると

 、   、   
    より、        が成り立つ。

よって、  と  の交線は円となる。

問　を実数の定数として、

　　　　　　　     
   


    

    
    

　は、  と  のすべての共有点を通る図形の方程式を表す。

　のとき、平面：となるので、を含む平面の方程式は

　　　　　　　………①

問　①にを代入して、直線の方程式は

　　　　　　　

問　とは軸対称より、直線の方程式は

　　　　　　　  

　　　　　∴　

問　 、



、 、 、、 、 、、 より

　△の面積は、













　よって、点を 、、 とすると、四面体の体積の最小値は

　　　　　　







  




　………………………………※

　となる。

　ここで、点は図形上を動くので

　　　　　
  

   ………②

    ………③
　

　を満たす。

　③より、

　②に代入して

　　　　　 
       

   

　　　∴　      ………④

　が実数として存在するような実数のとり得る値の範囲は

　　　　　 
   

   

　　　∴　  

　　　∴　     

　　　∴　





　これより、



のとき、の最小値は




･





　また、



のとき、④は重解

  






をもつ。

　よって、③より、･













　以上より、 



、



、



のとき、最小値をとる。

　



を②、③に代入して、を求めてもよい。

　※の続きから









 、、








平面





図

図形

円の中心

  、、  、、

 、、

座標が最小となる点

図


 

　  の中心を  、  の中心を  、図形である円の中心を、 、、 をとする

　と、図で、        の半径より、  と  はを共有する。

　この点は図形において座標が最大の点である。

　よって、図より図形上で座標が最小となる点は、直線と図形との交点

　である。

　      
    、  、として、△  と△  で

　三平方の定理を用いると

　　　　　
  

    
　より、 


、 



　よって、  ：  


： 



：　より

　点の座標は、



･ 、、 




･ 、、  




、



、




　よって、



、



、 




となるので、図形上で座標が最小となる点

　を  とすると

　　　　　  

　　　　　　　　 、、 ･



、



、 





　　　　　　　　 



、



、



　　　　

　以上より、 



、



、



のとき、最小値




･



となる。　　　　　　
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、、、……に対して、
 

 







  の展開式の  の係数を  とすると３

き、以下の問～問の空欄に適する以上の整数と求めよ。問については導出過程も

記せ。

問　  
ア

イ   ウ   エ   オ 

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ただし、 ウ  エ  オ である。

問　
 



  



 
カ

キ
である。

問　
 


 



 




ク

ケ
である。

問　問で求めた  に関して、   ウ 、   エ 、   オ

　とするとき、極限　

　　　　　　　　
 








 
    



　を求めよ。ただし、必要ならば
 




は証明なしに用いてもよい。

解説

問　
 

 







  の展開式の一般項は

　　　　    


･



 



 ･



 



     


･

 

 



･  

　ただし、、、は、、、を満たす整数。

　より

　　　　 、、 、、  、 、、

　よって、  の係数  は

　　　　      

   
･



 



    


･



 




　　　　　


     


     　………①

　　　　　


      

問　
 



  


  



       


  



       　 ①

　　　　　


  






                    

　　　　　　　　　　　　　


  






                 

　　　　　


 ･････ ･ ･････ ･ ……

　　　　　　　　　　　　　　　…            

　　　　　　　　


 ･･･ ･ ･･･ ･ ……　　

　　　　　　　　　　　　　　　…           

　　　　　　


       ･･ ･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　


       ･ ･ 　

　　　　　　


       


       




　よって、
 



  



 
 
 



  


  


  




　　　　　　　　　　　　　　　　　　 


  


  


  






 

　　　　　　　　　　　




　自然数について、以下の不等式は常に成り立つ。

　　　　　　         
  

　よって、

  



 
 

  



       

  



 


  

　　　∴　



･

  




 

  



  



･

  






   　………※

　ここで、
 





･

  




 

 





･


  






 




　　　　　　　　　　　　


  

 

　　　　　　　　　　　　



･





 





　　　　　　　　　　　　　




　　　　　
 



  






   
 




  

 




 




　　　　　　　　　　　　


  

 

　　　　　　　　　　　　



･





 





　　　　　　　　　　　　　




　よって、はさみうちの原理より

　　　　　　
 



  



 




　※の続き　

　　　



･

  




 

  



  



･

  






   　

　∴　



･


･



 
   


  



  



･

  



       　

　∴　



･



 





  



  



･


･



 
   ･




   

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･



   

　∴　



･



 





  



  


 






 






  


  




　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

  




 



　ここで、
 
 ･







 








　　　　　　
 
 



 






 






  


  





  




 







　よって、はさみうちの原理より

　　　　　　
 



  



 




問　



･







        

　　　　　　
 

           

　　　　　　
   

           

　　　　　　


        




           

　　　　　　


 


      


     

　　　　　　　　　　　　　　　　　


 


         


        

　よって

　　


  










  



 


      


     

　　　　　　　　　　　　　　　


  



 


         


        

　　　


 


･  


･ 




･  


･ 
……



      


     

　　　　　　　


 


･･   


･･  




･･   


･･  
……　

　　　　　　　　　　　　　　　　　  


        



        

　


 


 


     



 


 


        

　　　







     




        

　よって、
 


 



 


  




 







      


        

　　　　　　　　　　




　


        




 




 




 
　とおくと

　　　           

　∴　     

　すべてので成立するので

　　　　　　　
   

   

   

　より、



、




、





　よって、


        




･


 




･


 




･


 


　　　　　　　　　　　　　　


 


 




  


 

　　　　　　　　　　　　　　


 


  


 




  


 
　より

　　　


  










  



  


 



 



  



  


 



 

　　　　　　　　


 


 






 



……



  


 

　　　　　　　　　　


 


 






 






 



……

　　　　　　　　　　　　　　　　…… 


 



 




  


 

　　　　　　　　


 


 


 



 











  


 
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　　　　　　　　







  




  




  

　よって、
 


 



 


  




 







  




   


  

　　　　　　　　　　




問　  、  、  より、      

　よって、







 
   

 

　　　　　　　　　　　






 
   

 

　　　　　　　　　　　



 ･



   



　　　　　　　　　　　



       ……  


　………※※

　　　　　　　　　　　



       ……  

 
･



　　　　　　　　　　　



 ･

 



 


･……･

 






 

　　　　　　　　　　　


   

 

  



･





　よって、
 
 








 
   

 

　　　　　　　　　　　　
 
  



   

 

  



･



　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　 


　　 
 
 





　　　　　　　　　　　　




  

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　



　 は単調増加より

　　　　　
 








 
    

 




　※※の続き

　　　　



       ……  



　　　　　　　



 ････

 



 


……

 

       ……  

　　　　　　　


  



  






  



    

　よって、
 
 








 
   

 
　

　　　　　　　
 
  



  



  






  



 ･  
   

 

　　　　　　　
 
  



  



  


  



 ･ 




   

 

　　　　　　　 


    　　 
 
 



 　

　　　　　　　




          

　　　　　　　

　　　　　　　



　 は単調増加より

　　　　　
 








 
    

 



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を原点とする空間において、平面平面  内の曲線：  上の点４

 、  、 ただし、におけるの接線と直線との交点をとする。ま

た、 、、 、 、、 、、
 、   ただし、とする。

がを満たしながら動くとき三角形が通過してできる立体に、線分と

点を付け加えた立体をとし、その体積をとおく。を満たすに対して、

を平面の共通部分からなる平面図形  の面積を  とおく。ただし、点あ

るいは線分の面積はとみなして考える。このとき、以下の各問いに答えよ。問～問

については導出過程も記せ。

問　平面内における接線の方程式を、、を用いて表せ。また、の座標を

　 、 ア 、 と表すとき、 ア に入る適切な式をを用いて表せ。答えのみ

　でよい。

問　平面平面  内の点 、、 をかつ  を満たすように

　とる。このとき、点 、、 が線分上の点となるように 、   の値

　を定め、 、 をとを用いて表せ。答えのみでよい。

問　を満たすに対して、平面図形  が、次のつの等式とつの不等式

　　　　　　　　、  、 イ

　により表される平面図形と一致するように、 イ に入る適切な式をとを用いて

　表せ。

問　  を求めよ。

問　を求めよ。

解説

















 



問　  より、 

　よって、における接線は

　　　　   

　　∴　 

　との交点は、、   、 となる。

問　 、、 が線分上より

　　　　 

　　∴　  

　　∴　   　

　   より、は実数解

　 、、 が線分上より、 、 を満たすので

　　　　 、   

問　のとき

　  を満たすにおいて、 、、 が線分上にあるとき

　問より、   となる。

　このとき、線分と平面との交点をとすると

























　△∽△より

　　　　：：

　　∴　
 

 


　　　　
 

    

　　　　　　  

　　　　　　     

　よって、線分上ののとり得る値の範囲は

　　　　     

　ただし、のとき、 、、  、、 で、

　　　のとき、、、となり成立。

　よって、、
 、     

問　平面上で曲線        、軸で囲まれた図形が








  

　  より、その面積  は

　　　   


        

　　　　




     







  

　　　　　  
 





　　　　　



  

問　 


  

　　　 
 


    

　　　


 



 









　　　



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